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HeisenBerc’s uncertainty relation results as condition for convergence of the solution of a diffe-
rence equation which is an analogue to the Scuroepincer equation. From Dirac’s equations and the
relativistic ScuroepiNGeEr equation (Kiein-Gorbon equation) — written as difference equations —
one obtains in the same manner a generalized uncertainty relation, from which HersexBerc’s is
derived as a special case for negligible relativistic mass increase and not too precise position and

time measurements.

Aus der zeitabhingigen ScuHrODINGER-Gleichung
~inE E e yegr )
erhélt man durch den Ansatz ¥ = ¢+ unter Be-

schrankung auf den eindimensionalen, potential-
freien Fall die beiden Gleichungen:
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Beim Ubergang von Differentialen zu Differenzen
sind die Differentialquotienten durch Differenzen-
quotienten zu ersetzen (Abb. 1):
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Abb. 1. Ubergang zur Differenzengleichung.

Mit 4 wollen wir in dieser Arbeit immer Differen-
zen bezeichnen; fiir den Lapraceschen Operator wird
das Symbol \/2 verwendet.

Wir erhalten aus den Gln. (2) und (3) folgende
Differenzengleichungen:
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Ebenso ersetzen wir die Ausdriicke

dp
Preas 1= <Pzz+(at> und

Wesat, 1=Yt,1+ (aa:p) de durch

@t+at, 1= Pt, 1+ A—t%‘—'dh(puwﬁt @t,1(8)

und Wet+at, 1=y, 1+ At ye, 1. (9)

Von gegebenen Anfangswerten ¢; ; 1, ®¢1, ®r1+1
We1-1, Weound v ;.1 lassen sich mit Hilfe der
Gln. (6), (7), (8) und (9) schrittweise alle weite-
ren Werte @¢+% ¢, und e+ at, 1 berechnen, voraus-
gesetzt, dall dieses Verfahren konvergiert. Im An-
hang I wird gezeigt, dafl hierzu die Bedingung

2m/h - (Ax)%/ArS 4 (10)

erfiillt sein muf.

Man erkennt, daf} eine Verkleinerung der Langen-
einheit Az die Konvergenz zerstoren kann, falls
nicht gleichzeitig die Zeiteinheit ¢ entsprechend
verkleinert wird.

Ungleichung (10) enthélt zunéchst eine rein ma-
thematische Aussage. Physikalische Bedeutung be-
kommt sie durch Verbindung mit der Erfahrungs-
tatsache, dal3 unsere Meflinstrumente immer nur von
endlicher Feinheit sind. Wir wollen daher Az mit
der Lingeneinheit und A¢ mit der Zeiteinheit von
gegebenen Malistiben gleichsetzen. Selbstverstind-
lich wird kein fester Wert fiir diese MaBeinheiten
angenommen, sondern wir interessieren uns gerade
dafiir, was geschieht, wenn sie immer mehr ver-
kleinert werden und dadurch die Genauigkeit der
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Messung gesteigert wird. Im Grenzfall gehen Ax
und 4¢ in dz und dt iber.

Das Ersetzen der Scuropingerschen Differential-
gleichung und der relativistischen Wellengleichun-
gen durch Differenzengleichungen bedeutet eine Ver-
allgemeinerung dieser Gleichungen. Alle aus den
Differentialgleichungen formal ableitbaren Bezie-
hungen miissen als Grenzfall fiir verschwindend
kleine Differenzen auch aus den Differenzengleichun-
gen erhalten werden. Die Frage ist, ob zusitzlich
neue Erkenntnisse gewonnen werden konnen, die
den zu erwartenden mathematischen Mehraufwand
rechtfertigen.

Wegen der Wichtigkeit fiir die spiteren Ausfiih-
rungen soll das Messen mit Malistaben endlicher
Feinheit im néchsten Abschnitt ausfiihrlich unter-
sucht werden. Wir werden dabei von der Punkt-
mechanik ausgehen und die Ergebnisse anschliefend
auf die Wellenmechanik ibertragen.

Messungen mit MaBstaben endlicher Feinheit

Eine physikalische Messung lafit sich im Prinzip
stets auf die Ablesung einer Skala zuriickfiihren.
Diese Skala besteht aus einer Folge von Mellmarken,
die beispielsweise im Falle einer Uhr die Abstiande
At haben. Der zeitliche Abstand zweier Ereignisse
wird gemessen, indem man feststellt, iiber wieviele
MeBmarken der Uhrzeiger — von O beginnend —
wiahrend der Zeit zwischen den beiden Ereignissen
hinweglauft. Die Zahl dieser Marken sei r (r=0,
1, 2,...); der Zeiger befindet sich also im Augen-
blick des zweiten Ereignisses zwischen den Marken
r und r+1, falls er im Augenblick des ersten Er-
eignisses mit der Marke O koinzidierte. Der ganze
Vorgang entspricht dem Messen mit einer Stoppuhr.
Der zeitliche Abstand der zwei Ereignisse wird mit
r At angegeben, wobei diese Angabe mit der Tole-
ranz + At behaftet ist?.

Bei dieser Art der Messung ist vorausgesetzt, dal}
die ,,Breite” der MeBmarken und des ,,Uhrzeigers
klein ist gegen den Abstand der MeBmarken. Ein
Zeitintervall kann demnach beliebig genau angege-
ben werden (d.h. mit einem Fehler, der klein ist
gegen At), indem man beobachtet, wann der Zeiger

1 Man koénnte diesen zeitlichen Abstand auch mit (r-+%)A4¢
und der Toleranz * % At angeben. Um das Mitschleppen
des doppelten Vorzeichens zu vermeiden, ziehen wir die
obige Schreibweise vor. Eine entsprechende Bemerkung
gilt fiir Az .

H. HARMUTH

mit der Marke r und wann er mit der Marke ¢ ko-
inzidiert2, Die Toleranz At in der Angabe des zeit-
lichen Abstandes zweier Ereignisse, die mit der Uhr
nichts zu tun haben, kommt eben daher, daf} dieser
Abstand im allgemeinen nicht ein exaktes Vielfaches
von At ist.

Fir die Angabe des rdumlichen Abstandes zweier
Punkte erhalt man ganz dhnlich: Der Abstand zweier
Punkte z, und z; betrigt [ 4z, wenn z; mit der MeB-
marke O koinzidiert und z; zwischen den Marken [
und [+ 1 liegt; die Toleranz dieser Angabe betrigt
+ dz.

Es dringt sich sofort die Frage auf, wie die Ge-
nauigkeit der Angabe anderer mechanischer Groflen
— Geschwindigkeit, Impuls, Energie — durch die
endliche Grofle von Az und A¢ beeinflulit wird. Be-
trachten wir einen Punkt, der sich mit beliebiger
Geschwindigkeit langs der 2-Achse bewegt (Abb. 2).
Seine Geschwindigkeit ist in der Differentialrechnung
definiert durch
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Abb. 2. Geschwindigkeitsmessung mit endlichem Az und A¢.

In der Differenzenrechnung wird 2— 0 durch
h— At ersetzt und man erhdlt die Geschwindig-
keit Vgl
Te+At Tt Te+ar Tt

el (11)

U Gy
Man kann die Geschwindigkeit jedoch auch de-
finieren durch

_ trsh—tx
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In der Differentialrechnung besteht kein Unterschied
zwischen den beiden Definitionen. In der Differenzen-
rechnung hingegen erhélt man mit h— Az die Ge-
schwindigkeit v,:

]./‘Ux= (tl+.dz—tz)/AZ. (12)

2 Der Begriff ,Koinzidenz“ unterscheidet sich hier von
dem entsprechenden Begriff in der Differentialrechnung:
»Ein Punkt koinzidiert mit einer MeBmarke“ bedeutet
hier nur, daf} dieser Punkt innerhalb eines Bereiches (Ko-
inzidenzbereich) um diese Memarke liegt, der klein ist
gegen den Abstand der benachbarten Melmarken.
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Die Gln. (11) und (12) lassen sich noch umformen,
da Ortsdifferenzen in Vielfachen von Az und Zeit-
differenzen in Vielfachen von 4¢ gemessen werden.
Statt (11) kann man daher schreiben:

ve=1lAx[At =1 Av, . (13)
Dabei betrdgt die Toleranz von v, :
Avy= + Ax/ At (14)
Gl. (12) nimmt die Form an
Vv,=rAt/dz=r A(1]v,), (15)
und die Toleranz von 1/v, betrigt:
A(1jvy) = + At/ Ax; (16)

vy ist die Geschwindigkeit bezogen auf die Zeit-
einheit 4¢, v, die Geschwindigkeit bezogen auf die
Léangeneinheit Az. Schliellich 18t sich noch eine
dritte Geschwindigkeit definieren, die in Anlehnung
an die Differentialrechnung ,mittlere Geschwindig-
keit“ genannt sei (R, L=0,1,2,...):

v=L Az/R At ; (17)
v ist mit der Toleranz Av; behaftet
Avy= + Az/R At (18)

wenn man sich genau auf R Zeiteinheiten 4t be-
zieht; wird die Messung auf genau L Léngeneinhei-
ten Az bezogen, dann erhilt man die Toleranz?:

A(1fvg) = + At/L Az . (19)

Legt man der Messung weder genau L Léngen-
einheiten noch genau R Zeiteinheiten zugrunde,
dann entsteht eine zusitzliche MeBtoleranz, die je-
doch fiir geniigend gofles R und L klein wird gegen
Av; und A(l/;I)

Jede der drei Geschwindigkeiten v;, v, und v bie-
tet fiir die Messung Vor- und Nachteile. v gestattet,
die Geschwindigkeit eines Massenpunktes auch mit
endlichen 4z und 4t beliebig genau zu messen —
falls man weil}, da3 sich der Massenpunkt mit kon-
stanter Geschwindigkeit bewegt. Weill man das nicht,
dann erhdlt man nur die Geschwindigkeit gemittelt

3 Man kénnte Gl. (17) einmal fiir v und einmal fiir v, an-
schreiben. v und vz sind jedoch gleich, nur ihre Toleran-
zen unterscheiden sich.

4 _,Mindestens“ deshalb, da die Geschwindigkeit mindestens
iiber die Strecke L Az und hochstens iiber die Strecke
(L+1) Az gemittelt wird. Ebenso wird mindestens iiber
die Zeit R At und hochstens iiber die Zeit (R+1) At ge-
mittelt. Die Gln. (20) bis (27) beziehen sich alle auf
diese Mindestwerte.
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iber die Zeit R At und die Strecke L Ax; irgend-
welche Angaben iiber den Verlauf der Geschwindig-
keit innerhalb dieser Bereiche L Az und R At lassen
sich nicht machen. Das Produkt aus der Toleranz
der Geschwindigkeitsmessung Av;, aus dem Un-
bestimmtheitsbereich der Zeitmessung AT und dem
der Ortsmessung AX betrdgt auf Grund von Gl. (18)
mindestens 4:

"y _ 4= _ 2
Ao, AT AX = 2% R A1 L v =L (dx),

Ebenso gilt zufolge Gl. (19):
A(1)vg) AT AX = (At/L Az)- R At L Az (21)
=R (4r)2.

(20)

Weiterhin ist das Produkt aus der Toleranz der Ge-
schwindigkeitsmessung 4v; und aus dem Unbestimmt-
heitsbereich der Zeitmessung AT konstant:

Avy AT = (Az/R At)* R At = Az . (22)
Eine dhnliche Gleichung gilt fiir 4 (1/5,) :
A(1fv,) AX = (At/L Ax)- L Az =A¢.  (23)

Die Messung von 1/v, liefert die Strecke, auf der
der betrachtete Massenpunkt die reziproke Geschwin-
digkeit® 1/v, besitzt, mit der kleinstmoglichen Tole-
ranz AX = Az; 1/v, ist mit der Toleranz (16) ge-
geben; der zeitliche Unbestimmtheitsbereich betrégt

AT =r At. Das Produkt aus 4X, A(1/v,) und AT
betragt:

A(1fvy) AT AX = (At/Ax) - r At Az =7 (42)%.  (24)
Weiter gilt:
A(1jv,) AX = (At/Az) Az = At . (25)

Der Vergleich von (24) und (25) mit (21) und
(23) zeigt, dal} die Verringerung des Unbestimmt-
heitsbereiches der Ortsangabe durch eine gleichgrofie
VergroBlerung der Toleranz der Geschwindigkeits-
messung erkauft wurde.

SchlieBlich erhélt man bei der Messung von v
die Zeitangabe mit der kleinstmoglichen Toleranz

AT = At; der Unbestimmtheitsbereich des Ortes be-

5 Wir rechnen mit 1/v; statt mit vz, da 1/v; die konstante
Toleranz + At/Ax aufweist; vz hingegen ist fiir Geschwin-
digkeiten kleiner als Axz/At mit einer beliebig kleinen
Toleranz behaftet, fiir grolere Geschwindigkeiten jedoch
mit der Toleranz oo . Man erkennt dies unmittelbar aus
Gl. (15), wenn man beriicksichtigt, dafl r nur die Werte
0,1,2,... annimmt. Aus entsprechenden Griinden wird
auch 4(1/vz) verwendet.
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tragt AX =1 Az; die Toleranz der Geschwindigkeits-
messung betrigt Av,= + Ax/4t. Es gilt daher

vy AT AX = 1(Az)? (26)

und Avg AT = Ax . (27)

Die groBlere Genauigkeit der Zeitangabe wird also
durch eine geringere Genauigkeit der Geschwindig-
keitsangabe erreicht, wie man aus (26), (27), (20)
und (22) sofort erkennt. Der Vergleich von (20),
(21), (24) und (26) zeigt weiter, dal} stets eine
GroBle — Geschwindigkeit, Ort oder Zeit — auf
Kosten der beiden anderen mit der grofitmoglichen
Genauigkeit gemessen wird. In der praktischen Mef3-
technik wird diese Austauschbarkeit der Genauigkeit
von Orts-, Zeit- und Geschwindigkeitsmessung stén-
dig benutzt.

In den obigen Gleichungen bedeutet AX den Be-
reich, iber den die Geschwindigkeit gemittelt wird.
Um den ,,Ort“ des Punktes zu erhalten, mull man
diesen Bereich noch beziiglich eines Koordinaten-
systems festlegen. Abb. 3 zeigt, was gemeint ist. Mit
dem Malstab A wird festgestellt, dall sich der
Punkt P zur Zeit =0 zwischen den MeBmarken 7

B
0o 1 : Y
x4 eP(t-0) @PIt-4t)
o 1 A A+ A

Abb. 3. Orts- und Geschwindigkeitsmessung.

und (Z+1) befindet, mit MafBstab B, dal} er sich in-
nerhalb des Zeitintervalls von t=0 bis ¢t=1" ¢
mindestens um die Strecke [ Ax und hochstens um
die Strecke ([+ 1) Az weiterbewegt.

Der Ort, an dem sich P mit der Geschwindigkeit
v, bewegt, bleibt daher mindestens innerhalb des
Bereiches Az + [ Ax und hochstens innerhalb des Be-
reiches Ax+ (I+1) Ax unbestimmt. Das Produkt
aus Unbestimmtheitsbereich von Ort und Geschwin-
digkeit betrdgt daher mindestens:

Avy AX = (Az/At) - Ax(1 +1). (28)
Da [ je nach der Geschwindigkeit von P alle Werte

0,1, 2,... annehmen kann, 1at sich auch schreiben

Avg AX'S (Az/At) Az . (29)

S P. Eurenrest, Z. Phys. 45, 455 [1927].

7 Wir iibergehen die Darstellung von Wellenpaketen und
die Ableitung des Enrenrestschen Satzes mit den Mitteln
der Differenzenrechnung, um nicht zu weit vom Ziel dieser
Arbeit abzukommen.
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Ahnlich gilt fiir v,:

A(1fv,)-(1/AX) < (AtfAz)-(1/4z).  (30)

Geht man zur mittleren Geschwindigkeit v iiber, in-
dem man die Einheiten Atz und Az durch 4¢" = At/R
und 42" =Az/R ersetzt und dann iiber die Zeit
R A¢ = At mittelt, dann erhdlt man an Stelle von
(28)

Aoy AX = (A2’ |R AY) A’ (1 +1IR).  (31)

Hier kann wieder das Produkt [ R alle Werte 0, 1,
2, ... annehmen, so daf} gilt:

Avy AX > (Az/R At) Az . (32)
Der Apostroph konnte in der letzten Ungleichung

wieder weggelassen werden, da wir ja die absolute

GroBe von Az und Az nicht festgelegt haben.

Zur Ubertragung der fiir die Punktmechanik ab-
geleiteten Beziehungen auf die Wellenmechanik be-
niitzen wir das Exrexrestsche Theorem 8. Dieses be-
sagt, dal} sich der Schwerpunkt eines Wellenpaketes
bewegt wie ein Massenpunkt in der Punktmechanik,
sofern man die an jedem Element des Wellenpaketes
angreifende Kraft mit dem Gewichtsfaktor ¥ ¥*dr
multipliziert und vektoriell in den Schwerpunkt
tbertragt”.

Zeit- und Langenmessungen lassen sich daher in
der Wellenmechanik ebenso ausfithren wie in der
Punktmechanik, falls nur A4z und 4¢ ,,geniigend
grof}“ sind®. Eine prézise Fassung dieses ,,gentigend
groB* wird sich spiter bei der Untersuchung der
Konvergenz der Dirac-Gleichungen und der relati-
vistischen ScHrODINGER-Gleichung von selbst er-
geben; die Diskussion der notwendigen Grofle von
Az und 4t sei bis dahin zurtickgestellt.

Die bisherigen Uberlegungen und Voraussetzun-
gen lassen sich in zwei Postulaten zusammenfassen:

1. Der Ablauf eines physikalischen Vorganges soll
durch Differenzengleichungen darstellbar sein. Die
Einheiten der Differenzengleichungen — z.B. Az
und 4t — sollen gleich den Einheiten der MeB-
instrumente sein, mit denen die Ergebnisse der
Rechnung durch Messungen iiberpriift werden. Eine
MaBangabe kann nicht genauer sein als die ver-
wendete Malleinheit.

8 Falls Az grol ist gegen die Compron-Wellenlinge des
betrachteten Teilchens, dann ist der Koinzidenzbereich
noch immer von der GriéBenordnung der Comerox-Wel-
lenldange (vgl. dazu 2).
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Der letzte Satz schlieft Interpolationen bei der
Messung aus. Eine genaue Interpolation entspricht
nur einer Verfeinerung des Mafistabes.

2. Die Priifbarkeit einer Rechnung durch eine
Messung soll sich nicht nur auf ein Endresultat be-
schranken, sondern soll fiir alle Zwischenstufen der
Rechnung gelten; diese Zwischenstufen sind durch
Ax (dy, Az) und At bestimmt. Alle mechanischen
GroBen — wie Ort, Zeit, Impuls, Energie — sollen
sich von Stufe zu Stufe mit der durch Az und 4¢
bedingten Genauigkeit messen lassen.

Das zweite Postulat fithrt auf die schrittweise Lo-
sung der als System von Differenzengleichungen
angeschriebenen ScHRODINGER-Gleichung (6, 7).

Beide Postulate sind Sonderfille des allgemeinen
physikalischen Grundsatzes, dal} eine physikalische
Aussage nur Sinn hat, wenn sie sich zumindest
prinzipiell durch eine Messung tiberpriifen laft.

Abschlieflend sei hervorgehoben, daBl in obigen
Ausfithrungen nirgends ein starrer Mal3stab voraus-
gesetzt wurde.

Heisenbergsche Unschirferelation
Aus Gl. (13) folgt — da die Masse m vorlaufig als
konstant vorausgesetzt wird — fiir den Impuls p;:
pr=muv;=mlAdv;=1(m Av;).

Die Toleranz von p; betragt nach Gl. (14):

Aps= +m Avy= +m Az[ At . (33)

Mit pe=14p; (34)
folgt weiter

E;=p2/2m=0P(4p)?/2m =P AE,, (35)

AE,= (Ap)2m= + bm- (42)*/ (4025 (36)

[ tritt hier im Quadrat auf. Der EnergiemaBstab
besitzt daher keine lineare, sondern eine quadratische
Teilung, so wie beispielsweise die Skala eines elek-
trodynamischen Wattmeters.

Gl. (33) in (10) eingefiihrt liefert:

Az Ap;>2h . (37)
Aus (36) und (10) folgt:
AE; At>S h . (38)

Diese beiden Ungleichungen entsprechen formal der
HersenBeraschen Unschérferelation. Sie verkniipfen
die Einheiten von Orts- und Impulsmalistab sowie
die von Energie- und Zeitmalstab. Da auf Grund
von (29) eine Mallangabe hochstens so genau wie

. hilt man
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die verwendete Mafleinheit sein kann — was quali-
tativ unmittelbar einleuchtet —, begrenzen sie die
erreichbare Genauigkeit einer Messung von Ort und
Impuls oder Zeit und Energie.

Geht man von v, statt von v; aus, dann erhilt
man die reziproken Ausdriicke:

1pz= (1/m) (1/v,),
A(1/pz) = (1/m) A(1fv;) = + (1/m) (dt/Az). (39)

Ungleichung (10) laBt sich auch in der folgenden
Form schreiben:

1/2kh > (1/m) (4t/4z) (1/4z). (40)
Gl. (39) in (40) eingefiihrt liefert:
1/2h> 4(1/p,) (1/4z). (41)

Fir einen bestimmten Wert von A(1/p,) darf
Az nicht zu klein sein, damit das.Produkt

A(1/ps) (1/Ax)

nicht grofler als 1/2 & wird. Diese Beziehung ist der
Unschirferelation (37) gleichwertig. Verwendet man
schlieBlich die mittlere Geschwindigkeit v, dann er-
9.

p=mv=Lm(Adx/R At) =L Ap;. (42)

Ap; in (10) eingefithrt liefert

m Ax(Ax/At) = R Az m(Ax/R At) =R Ax Ap; > 2k .
(43)

R kann jeden beliebigen ganzzahligen Wert > 1 an-

nehmen. Da wir eine Beziehung erhalten wollen, die

fir jeden Wert von R gilt, miissen wir den ungiin-
stigsten Fall betrachten:

Az Ap;S 2k (44)
Wihrend die Postulate 1 und 2 sicherstellen, dal

die differenzenmechanische Rechnung alle durch Mes-
sungen tberpriifbare Ergebnisse liefert, garantieren
die Beziehungen (37), (38), (41) und (44), daB3

man nicht mehr erhdlt, als man messen kann.

Relativistische Schrodinger-Gleichung
und Dirac-Gleichungen

Wir wollen nun die relativistische ScHRODINGER-
Gleichung und die iterierten Dirac-Gleichungen als
Differenzengleichungen anschreiben und untersuchen,

9 m bedeutet in der nichtrelativistischen Theorie die Masse
schlechthin, in der relativistischen Theorie die bewegte
Masse.
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wann ihre schrittweise Losung konvergiert. Diese
Gleichungen lauten fiir den feldfreien, eindimensio-
nalen Fall:

H. HARMUTH

leitende Konvergenzbedingung gilt dann fiir jede
einzelne der vier Dirac-Gleichungen.

Mit der Bezeichnung

kY 1 kY 2
e L e e (45) d0/dt = d2¥/dp (47)
d
u Wi 13k _micy ” erhélt man die beiden Gleichungen
322 ¢ 3 h? =90 (46) ¥ 1 36 mo 02 w_
k=1,2,3,4. i v 0 (48)
Beide Gleichungen konnen gemeinsam behandelt und
werden, wenn wir den Index k& weglassen; die abzu- dT/dt:/(d@/dt) dt. (49)
Fiir die Differentiale setzen wir wieder Differenzen:
SW’ Y A¥ 36 _ 46
EE Y )2(![’1 1—2Y+%.4), TS
und die Differentialgleichung (48) geht in die Diﬁerenzeng]eic}mng
Yie1-1—2¥04+ Yop41— A 64,1 EE;AZV Y:1=0 (50)
iiber, die wir nach 4; ©; ; auflosen:
2. > A 2
4;0, ;= (CAA)Z (Tt 1-1—=2%¥+ W11 o o °h§ o Tt,l) . (51)
Ferner gilt auf Grund von Gl. (49):
Ay Wy /At = Z (4t O] At) 5, lAt_ZAt Os,1, (52)
9=0
so daB wir schlieBlich fiir die zeitliche Anderung von ¥;; an der Stelle [ erhalten:
Az Yii= CzZA;):Z(Tﬁ,I—1—2 Ys,14+ Vs, 1+1— @Lc;—;y{_x)z Vs, 1). (53)
=0
Der Wert von ¥; zur Zeit t+ At ist damit gegeben durch
Vitat,i=Ve,1+ 4t P,1= Ve + C(ZA;EZ(T&Z—1-2 Vo, 14+ W, 1+1— %gm)z !l’,s,z) . (54)

Mit dieser Gleichung lassen sich wieder aus gegebe-
nen Anfangswerten ¥ ; schrittweise alle weiteren
Werte ¥, ; berechnen, vorausgesetzt, dafi die Lo-
sung konvergiert. Im Anhang II wird gezeigt, daf}
folgende Konvergenzbedingung erfiillt sein muf}

(4 ¢2(40)2/ (42)2) (1 + my2 2 (dx)2/4H2) < 1. (55)

Daraus folgt unmittelbar:

A/ 52 c, (56)

wobei das Gleichheitszeichen nur fiir den Grenzfall
Az — dz und damit auch 4t— d¢ gilt'?. Das Vor-
zeichen von 2 ¢ ist eindeutig, da 4z und 4¢ ganz be-
stimmte Werte haben; normalerweise wird man fir

MafBeinheiten positive Werte nehmen und erhalt da-
her fiir 2 ¢ ein positives Vorzeichen. Verwendet man
die in FuBlnote ! erwihnte Bezeichnungsweise und
ersetzt + Ar durch |+ 42" |= Az/2, dann 1Bt sich
(56) auch in der Form

A At > (57)
schreiben (4t geht iiber in 2 At/2 = At). (57) steht

in Analogie zu der in der Diracschen Theorie be-
kannten Operatorengleichung

dz/dt=ac

| £¢]

10 Auch im Grenzfall bedeutet (56) die Toleranz einer Ge-
schwindigkeit und nicht die Geschwindigkeit selbst. Vgl.
dazu (13) und (14).
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mit den Eigenwerten + ¢ und —c. Diese Gleichung
besagt, dal der MeBwert fiir die Geschwindigkeit
eines durch die Diracschen Gleichungen beschriebe-
nen Teilchens stets gleich der Lichtgeschwindig-
keit sein soll. Um diese Schwierigkeit zu umgehen,
wurde dem Teilchen eine ,,Zitterbewegung® um seine
makroskopische Bahn zugeschrieben!:12. Die Am-
plitude dieser Zitterbewegung ist dabei von der
Groflenordnung der Compron-Wellenldnge des Teil-
chens und kann daher auf Grund der HeisenBerc-
schen Unschérferelation prinzipiell nicht gemessen
werden13. Die differenzenmechanische Beziehung
(57) hingegen besagt nur, daB} die Geschwindig-
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keit v; des Teilchens irgendeinen Wert zwischen —c¢
und +c¢ besitzt und sich keine genauere Aussage
iber diese Geschwindigkeit machen laBt; die Zitter-
bewegung wird nicht benétigt.

Da die ,,Augenblicksgeschwindigkeit“ v; und da-
her auch der Augenblicksimpuls p; vollkommen un-
bestimmt sind, wollen wir uns der mittleren Ge-
schwindigkeit v zuwenden. Die Toleranz bei der
Messung dieser mittleren Geschwindigkeit betragt

auf Grund von (56):
Az/RAt> 2¢/R (58)

und kann somit beliebig klein gemacht werden.

Es fragt sich, ob die Ungleichung (55) in eine Form gebracht werden kann, die zumindest im nicht-
relativistischen Grenzfall in die Hersenseresche Unschérferelation (44) iibergeht. Fiir diese Umformung
kann man (55) auf der rechten Seite mit dem Quadrat des Ausdruckes

1+ (4dz)2 my? c*/4 K2

multiplizieren und dividieren:

(4¢2(40)% (42)2) (1 + (d2)? mg? 2[4 h2) < (L (42" me? t/a

Nach Kiirzen und Herausheben des Faktors 4 %2/ (4x)? m,? ¢ erhilt man

4 h?

1 (do) 42h2(
(d2)* (42)* mq?

(Az)2 mg? c2
Zieht man die Wurzel und fiihrt auf Grund von (42)
Apy= (Az[R At) m

ein, dann erhilt man nach einer einfachen Umstellung der Glieder !*:

R Az Ap; > 4k (mfmy) - (1 +4 5%/ (dz)2 mg2 ¢2) ™ (1 + (dx)2 mg? 2[4 R2).

(59)

(I+ (dn) mg? faTd)®

)‘1< (1+ (42)2 mg? 2/4 12) "
(60)
(61)

Die linke Seite dieser Beziehung ist identisch mit der linken Seite von (43).
Setzt man fiir (4x)2 aus (56) in den ersten oder zweiten Klammerausdruck ein, dann erhilt man die wei-

teren Beziehungen 1%:

RAx Ap, > 4k (mfmg) - ( 1+52/(48)2m2 ¢t )™ (1 + (dx)2 my? 2[4 K2),
R Az Ap; > A (mfmy) - (1 +4h?/ ()2 my2 )~ * (1 + (d2)2 mg? c¥/h2).

(62)
(63)

Fordert man wie frither Konvergenz fiir jeden Wert von R, dann mufl man den ungiinstigsten Fall betrach-

ten und erhalt aus (63):

Az Ap; S 4R (m/my) - (1 + 4 k2 (A2)2 m2 )™ (1 + (At)2 my2 ¢4/h?).

(64)

Der zweite Klammerausdruck nimmt nur Werte groBer oder gleich 1 an, so da man ihn so wie in Un-

gleichung (56) weglassen kann:

Az Ap; S 4k (m/mg) - (1 +4 k%[ (4z)2 me? ) 2.

11 E. Scurépiner, Uber die kriftefreie Bewegung in der
relativistischen Quantenmechanik, Mitt. preu. Akad.
Wiss., Phys. math. Klasse, 31.7.1930, S.418—428.

12 T, L. Forpy u. S.A. Wournuysen, Phys. Rev. 78, 29—36
[1950].

(65)

13 Die Unschirfe des Impulses wiirde bei so genauer Orts-

messung gleich my ¢ werden.

14 Die Unbestimmtheit von m ist von zweiter Ordnung in

Az/R At und wird daher vernachlissigt.

15 Man kann (A4z)2 auch aus der Beziehung (55) einsetzen,

wobei man zum selben Endresultat kommt.
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Das Gleichheitszeichen gilt hier nur fir 4¢—dz.
Der Sinn dieser Beziehung ist etwas verschieden von
dem der nichtrelativistischen Unscharferelation. Wir
gehen jedoch darauf nicht ein, da wir uns in dieser
Arbeit hauptsichlich fiir den Ubergang Az — dx

und At — dt¢ interessieren, wobei die Glieder
(42)2my? /4 k2 und (4t)2my2ct/R® (66)

in (61), (62) und (63) exakt verschwinden.
Aus (62) folgt die (65) entsprechende Beziehung
fir die Zeit:

Az Ap; <4 R (mfmy) - (1 + 52/ (4t)2 my2 ¢¥). (67)

Falls der relativistische Massenzuwachs vernachlis-
sigbar ist
m=m,

(68)

die Einheit des Ortsmalstabes grofl gegen die
Compron-Wellenldnge ist

Az > |2k/mge], (69)

und schliefllich die Einheit des Zeitmallstabes grof3
gegen die Periode der Compron-Welle ist

At > |hjmyc? |, (70)

dann nehmen diese beiden Ungleichungen (65) und
(67) folgende Form an:

Ax Ap; S 4k, (71)

die sich nur durch einen Faktor 2 von der HEeisex-
BERGschen Unscharferelation (44) unterscheidet. Es
ist zu vermuten, daf} der Faktor 2 daher kommt,
dall die relativistischen Gleichungen Teilchen mit
positiver und negativer Masse beschreiben, die nicht-
relativistische ScHRODINGER-Gleichung hingegen nur
solche mit positiver Masse. Wir werden noch darauf
zurlickkommen.

Aus dem relativistischen Energiesatz

E*2 =% (p? + my? c?) (72)

erhdlt man dhnlich wie im nichtrelativistischen Fall
als Beziehung zwischen den Maleinheiten fir Ener-
gie und Impuls:

AE*2 —¢2(Ap)2, AE* =c Ap,, (73)

denn die Konstante my*c®> geht nicht in die Maf-
einheit ein.
Gl. (73) in Ungleichung (65) eingefiihrt liefert:

4Rt \h
my? C2(AT)2) ’

Iz fpx s 4h1(1 +
( m,

Diese Ungleichung geht durch Multiplikation mit
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der Beziehung (56) aus der Ungleichung
A,, * e m 4 h? V=3
E 4> 2k (1+ et R
hervor. Auf gleiche Weise erhilt man aus (67) die
Ungleichung
AE®* Ats 2h£(1+ s
m,

—% &=
0 my? C‘(At)z) « {38
Diese beiden Ungleichungen vereinfachen sich unter
den Voraussetzungen (68), (69) und (70) bis auf
einen Faktor 2 zur Hrrsexsereschen Unschirfe-

relation in der Energie — Zeit-Form.

Diskussion der Ergebnisse

Die Ungleichungen (44), (56), (65), (67), (74)
und (75) wurden rein formal aus den als Differen-
zengleichungen angeschriebenen ScHrODINGERschen
beziehungsweise Diracschen Gleichungen gewonnen.
Da die Differenzengleichungen die Differentialglei-
chungen als Sonderfall enthalten, sind diese Unglei-
chungen immer richtig, wenn die ScHRODINGER- und
Dirac-Gleichungen richtig sind und man das Postu-
lat 2 voraussetzt. In keiner der obigen Beziehungen
wurde ein endlicher Wert fir Az und 4¢ voraus-
gesetzt. Nur Kombinationen von Az und 4¢, in
denen diese Groflen als Quotienten auftreten, haben
endliche Werte.

Im folgenden wird untersucht, wieweit die Bezie-
hungen (65), (67), (74) und (75) mit dem Ex-
periment im Einklang stehen. Zunichst seien jedoch
einige theoretische Griinde hervorgehoben, die fiir
diese Ungleichungen sprechen.

1. Wie bereits gezeigt, vereinfachen sich diese Un-
gleichungen zur HeisenBeraschen Unschérferelation,
wenn die Bedingungen (68), (69) und (70) erfullt

sind.

2. Dieselben Ungleichungen folgen, wie im An-
hang III gezeigt wird, aus den formal ganz verschie-
denen linearisierten Dirac-Gleichungen.

3. Im Anhang III wird gezeigt, dal} diese Unglei-
chungen nicht nur im eindimensionalen Fall gelten,
sondern daf} sie inhaltlich unabhiingig sind von der
Zahl der Dimensionen. Ebenso liefert die Bertick-
sichtigung von Kraftfeldern die gleichen, bzw. ge-
ringfiigig verschiedene Ergebnisse (Anhang IV).
Weiterhin hat sich gezeigt, daB3 diese Ungleichungen
formal erhalten bleiben, wenn man von verschiede-
nen Darstellungen der Matrizen a;, @y, @3 und /3
in den Dirac-Gleichungen ausgeht: eine allgemeine
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Untersuchung iiber ihre Invarianz gegeniiber Ko-
ordinatentransformationen steht allerdings noch aus.

Wir wenden uns nun der experimentellen Uber-
prifung der Ungleichungen (65), (67), (74) und
(75) zu. Das Auftreten des Faktors m/m ist fiir
eine relativistische Theorie nicht verwunderlich. Die
Glieder 4 h2/my?c?(4z)? und h3/m,? c*(4t)* geben
jedoch eine unerwartete Abweichung von der Her-
sENBERGschen Unschirferelation, falls Az nicht grof8
gegen die Compron-Wellenlidnge und 4z nicht grof}
gegen ihre Periodendauer ist. Fiir ein Teilchen mit
der Masse des Elektrons gelten die numerischen

Werte
Ar>0,77-10"%cm und 4> 1,310 21 sec.

In der Atombhiille kennt man den Ort eines Elek-
trons auf rund 1078 ¢cm genau, so daf}

4 h2/my? 2 (dz)?

von der Ordnung 10~* wird. Die Abweichung von
der HersenBerGschen Unschirferelation ist daher un-
merklich klein. Ganz anders sind die Verhaltnisse,
wenn man den Ort eines Elektrons viel genauer als
auf 107%cm festlegen kann, beispielsweise bei
Elektronen im Kernbereich. Wenn Az klein ist
gegen die Compron-Wellenldnge, geht Ungl. (65)
iiber in16:

Ap; S 2me. (76)
Mit Hilfe von (56) erhalt man daraus:
AE>* S2mc2. (77)

Die MafBeinheit fiir den an einem beliebigen Radius
r angreifenden Drehimpuls betrdgt schlielich17:

rdp;=A4p, S2mecer: (78)
Ein Teilchen von der Masse des Elektrons, dessen
Ort mit wesentlich groferer Genauigkeit als 10710
cm bekannt ist, kann danach jede Energie zwischen
—mc? und +mc? haben, sein Impuls kann jeden
Wert zwischen —mc und + mc besitzen und sein
Drehimpuls jeden Wert zwischen und
+mers,

—mcr

Die Maoglichkeit negativer Energiewerte ist durch

16 Mit der in FuBnote ! erwdhnten Bezeichnungsweise konnte
man auch Apt > |+ mc| schreiben, worauf wir kiinftig
nicht mehr eingehen.

17 Wegen der Voraussetzung Az klein gegen die Comeron-
Wellenlinge ist r als beliebig genau mefbar anzunehmen.
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das Auftreten negativer Massen in der relativisti-
schen Wellenmechanik gegeben.

Die Ungleichungen (76), (77) und (78) behaup-
ten, dafl man die Giiltigkeit von Energie- und Im-
pulssatz nicht nachpriifen kann, wenn der Unschérfe-
bereich der Ortsmessung klein ist gegen die Come-
ToN-Wellenlédnge des betrachteten Teilchens oder die
Unschirfe der Zeitmessung klein ist gegen die Pe-
riode der Compron-Welle. Diese Aussage der rela-
tivistischen Unschérferelation steht in Parallele zur
Behauptung der HersenBeraschen Unschérferelation,
daBl sich der Kausalitatssatz in seiner klassischen
Form nicht experimentell priifen lat. Ebenso wie
die HersenBeresche Unscharferelation lassen sich
auch die relativistischen Unscharferelationen durch
die in den ScHrODINGER- und Dirac-Gleichungen ent-
haltene Wellenvorstellung erkldren. Betrachtet man
als einfachsten Fall einer Welle einen elektrischen
Wechselstrom i=1sin ¢ und fragt nach der Ener-
gie, die er im Widerstand R wihrend der Zeit
T < 1/w dissipiert, dann kann diese Energie jeden
Wert zwischen 0 und /2 R T annehmen. Eine ,,Augen-
blicksenergie“ oder ,,Augenblicksleistung® 14t sich
nicht definieren, sondern nur ihr Mittelwert genom-
men iiber viele Perioden!®. Den gleichen Wert er-
halt man offenbar auch bei der Mittelung iiber viele
Werte von 2 RT, falls diese voneinander statistisch
unabhingig sind (im Sinne des zweiten Misesschen
Axioms). In diesem statistischen Sinne lassen sich
Energie- und Impulssatz auch bei Giiltigkeit von
(76), (77) und (78) beibehalten.

Die Hersensergsche Unscharferelation (44) lie-
fert fiir

Az < 2h[myc
den zu groflen Wert
Ap; > myc. (79)
Ebenso folgt aus (38) fiir 4t <hk/mgyc?:
AE; > my 2. (80)

Der Faktor 2 fehlt, da in der nichtrelativistischen
Theorie keine negativen Massen auftreten. Ebenso
ist auch m durch m, ersetzt.

Man schlieBt aus (79) oft, dall die Unschirfe des

Ortes eines Elektrons mindestens gleich seiner

18 Bei der Durchrechnung der dreidimensionalen Dirac-Glei-
chungen in Anhang III erhédlt man noch die Forderung
nach vollkommener Unbestimmtheit der Richtung des
Impulses.

19 Die Mittelung iiber genau eine Periode ist nur bei einer
monochromatischen Welle moglich.
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Compron-Wellenldnge sein miisse, und daher
Elektronen weder im Atomkern noch in seiner un-
mittelbaren Umgebung auftreten konnen. Die rela-
tivistischen Unscharferelationen (76), (77) und
(78) verbieten eine so genaue Lokalisierung an sich
nicht, sie erkldren sie nur fiir sinnlos, da von den
meBbaren Eigenschaften des Elektrons nur die La-
dung bestimmt bleibt 2,

Man konnte versucht sein, die Beziehungen (76)
bis (78) auf die S-Emission anzuwenden, da sie
eine qualitative Erklarung des kontinuierlichen
Energie- und Impulsspektrums dieser Teilchen ohne
Neutrinohypothese gestatten. Dies wiare jedoch eine
bedenkliche Verallgemeinerung der fiir die Dirac-
sche Ein-Partikel Theorie abgeleiteten Beziehungen.

Wenn 4t klein ist gegen die Periode der Come-
toN-Welle des betrachteten Teilchens, gehen (67)
und (75) in (76), (77) und (78) iber. Als Bei-
spiel dafiir betrachten wir ein Teilchen mit der
Masse m. Seiner Energie mc®> entspricht eine
Schwingung mit der Kreisfrequenz

2av=w=mc*lh.

Die Forderung A4t <#%/myc* bedeutet, dal man
diese Schwingung wihrend der Zeit 4t betrachtet,
die klein ist gegen die Schwingungsdauer T =f/mc?
(Abb. 4). Wir konnen ihre Frequenz in dieser Zeit
beispielsweise durch Messen der Neigung der Tan-
gente in einem Punkt feststellen?!. Diese nimmt
alle Werte zwischen 3 = —® im Punkte A und
y = +® im Punkte B an; die entsprechenden
Werte der Energie liegen zwischen —h o= —mc?
und ko= + me2 in Ubereinstimmung mit der
Forderung AE* > 2me?. Negative Werte von o
miissen zugelassen werden, da auch negative Werte
von m zu berlicksichtigen sind.

¥ T | Y- coswt
\A 'B/\
N

Abb. 4. Frequenzmessung durch Differenzieren.

20 Fiir schwere Teilchen machen die Abweichungen von der
Hersexsercschen Unschirferelation auch im Kernbereich
wenig aus, denn die Compron-Wellenldnge des Protons
betrigt nur 4-107'* cm. Es ist allerdings eine Verallge-
meinerung, wenn man die aus den Dirac-Gleichungen und
der relativistischen Scuropincer-Gleichung abgeleiteten
Beziehungen auf schwere Teilchen anwendet. Laffit man
diese Verallgemeinerung zu, dann besteht nach (65) und
(74) ein betrachtlicher Unterschied zwischen Teilchen,
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Zusammenfassung

Die Hersensercsche Unscharferelation 1aBt sich
formal als Konvergenzbedingung der als Differen-
zengleichung angeschriebenen potentialfreien Scuro-
pINGER-Gleichung ableiten. Ebenso folgen aus der
relativistischen ScuHrODINGER-Gleichung (KLEIN-Gor-
ponsche Gleichung) und den Dirac-Gleichungen
zwei verallgemeinerte Unschérferelationen (65) und
(67). Diese reduzieren sich auf die HeisenBErGsche
Unscharferelation, wenn der relativistische Massen-
zuwachs vernachldssigbar ist, wenn die Unschirfe
des Ortes grof} gegen die Compron-Wellenldnge ist
und wenn die Unscharfe der Zeit grol gegen die
entsprechende Schwingungsdauer ist (71); in ande-
ren Fillen treten wesentliche Unterschiede auf (76),
(77), (78). Die Beriicksichtigung von Kraftfeldern
in den Dirac-Gleichungen bringt nur geringfiigige
Abweichungen gegeniiber dem feldfreien Fall
(Iv, 3), (IV,4).

Die vorliegende Arbeit entstand, als bei der Ausarbei-
tung neuer, fiir elektronische Rechenmaschinen geeigneter
Losungsverfahren fiir verschiedene partielle Differential-
gleichungen Schwierigkeiten mit der Konvergenz der Losun-
gen auftraten. In diesem Zusammenhange danke ich Herrn
Prof. E. Skuprzyk, Technische Hochschule Wien, fiir seine
andauernde grofle Unterstiitzung. Herrn Dozenten K. Pracuag,
Universitat Wien, danke ich fiir Hilfe in mathematischen
Fragen. Besonderen Dank schulde ich Herrn Prof. G. Gou-
BEAU, Signal Corps Engineering Laboratories, Ft. Monmouth,
N.J., durch dessen Anregungen der Abschnitt iiber Messun-
gen mit Mafistdben endlicher Feinheit zustande kam. Weiter
danke ich fiir Unterstiitzung in physikalischen Fragen Herrn
Prof. K. Morrisox und Herrn Dr. Useracrr, Cornell University,
Ithaca, N.Y., Herrn Doz. N. MutLLer, Air Force Research
Center, Cambridge, Mass., und Herrn Doz. N. Rosr, Uni.
versitdit Wien.

Anhang I
Konvergenzbedingung fiir die Schrodinger-Gleichung

Zur Untersuchung der Konvergenz des in der Ein-
filhrung besprochenen Losungsverfahrens fiir die zeit-
abhingige ScurODINGER-Gleichung nehmen wir an,
@t i-2, Pti—1, Pt,1, Pt,1+1 und @¢1+2 (Abb.5)
wédren mit Fehlern fs;-2,..., ft1+2 behaftet. Aus
den GIn. (6) und (9) erhélt man die fehlerhaften Werte

deren klassischer Durchmesser gro oder klein gegen ihre
Compron-Wellenldange ist.

21 Das Differenzieren einer Schwingung der Frequenz m c*/h
ist praktisch wohl kaum maoglich; bei den niedrigeren
Frequenzen der Fernmeldetechnik bestimmt man jedoch
hiufig durch Differenzieren mit Kondensator und Wider-
stand die hochste auftretende Frequenz in einem Fre-
quenzgemisch.
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wi -1, wiound yi+1.  Die Gln. (7) und(8) liefern Ot Dortye

&£

dann @F+at,1 =@t 1+ ft,1+de 1+ At Prtae Pz P P PN
Ausfiihrlich geschrieben betrigt der fehlerhafte Wert )@’/‘q’:ﬂ WHZ s
von A¢ auf Grund von Gl. (6) {a= (h4t)/[2m(4x)2]}: ® 62 ()

Arpi -1

=alpt,1-2 +@t,1 —2(@t,1-1 +ft.1-1) +fe,i-2 +fe.1]

=alpt,1—2 —2¢t,1 1 +@t1+fri—2 —2fL1-1+fe1]

=Aiwe,1 +afri—2e—2f,1-1 +fu), ng e bt
41

At v |~ w:” w:‘ Vs o1 P
=diye,r +a(fe,i-1—2ft1 +fri+1),

» Ax dx | dx | dx
A i, 1+1 2 -1 ¢ 44 be2
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=dtypti+1+a(f,r —2fta+1 +fra+e) . Abb. 5. @, v und die fehlerbehafteten Werte @*, y*.

Aus Gl. (9) folgt damit:
Wit+at,1-1 =Wt 1-1 + A wii-1=w1-1 +Aewe i1 +a(fei—2—2fr1-1+f1.1)
=ytsat,i-1+a(ft,i—2 —2ft,i-1+f,1) ,
wirat,l  =yirat,1 +a(foi-1—2f0 +fui) .
Wit a1+t =pe+ati+1+a(fr —2 fr i1+ fr1+2)

Diese Werte in Gl. (7) eingesetzt liefern:

At i at,1 = —a(We+at,1—1 —2 We+a6,1 +We+at,1+1) —@@(fe,1—2 —4 fe1-1 +6 fr,1 —4 fo, 141 + fr,1+2)

=At @t+at,1 — @ (fr,i—2 —4ft,1-1+6 ft,1—4 fo, 141 + 11, 1+2) ,

und aus Gl. (8) erhilt man schlieflich:
Qi+2at, i =@t 1+ 1,1 + At @1 + At Qriat,1 — @@ (fr,1-2 — 4 fr, 12146 fr,1 — 4 fr, 141 + fr. 1+2)
=@t+2at, 1 +ft.1 —@(f,i—2 —4 fr,i-14+6 fr,0 —4 fr, 141+ ft,142) .

Der Fehler steigt also beim Fortschreiten von ¢t zu t+2 A4t von f;,; auf

fre2at,i=ft,i—a®(fe,i—2 —4 fr,1—1 +6 f1,0 —4 fe,1+1 +ft,1+2)

an. Allgemein gilt fiir den Schritt von t+r At nach ¢+ (r+2) 4t :

Jt++2) at, 1=Ft+r at,1 — @ (ft+r at, 1-2 — & Fr-tr 28, 1—1 + 6 fr 40,1 — 4 ftr a2, 141 + ft+r a8, 142) -

Aus Gl. (I,2) folgen unmittelbar die Werte der Fehler an den Stellen /—2, [ —1, /+1 und [+ 2 :
fe+2at,1-2=ft,1-2—a*(ft,1~4 —4 fr,1—3+ 6 ft,i—2 —4 fr,i1 +f1,1) ,
fereat,i-1=ft,1—-1—a®(ft,i—s —4 fr,i—2+ 6 fri—1 —4 fe,1 +f,1+1)
feroativi=Ffe 141 —@(f,ic1 —4 fe,0 46 fri+1 —4 fri42 + fr,1438)

frreat1ve=ftr1i+2 —a®*(ft,1 —4ft,1+1+6 ft,1+2 —4 fe, 143+ ft,1+4) .

Diese Werte mit dem der Gl. (I,2) in (I, 3) eingesetzt geben den Fehler f;+4 4¢,7 :
feraati=f,1—2a*(fr,1~2 —4 fe,i-14+6 ft,1 —4 ft,141 + ft,1+2)

(I, 1)

(1,2)

(I, 3)

(I, 4)

I, 5)

+a*(ft,i—4 —8 ft,1-3+28 ft,1-2 —56 f,i—1+T0ft,1 —56 f¢,141+28 ft,1+2 —8 ft,1+3 +ft,1+4) .

Ersetzen von [ durch /—2, I—1, I+1 und [+2 liefert die Fehler fir+44t,1-2, ft+a4¢,1—1, ft+44¢1+1 und

ft+4 4t,1+2 ; aus Gl (I,3) folgt damit:
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ft+eat,i=Ft,1—3 & (ft,i—2 —4 ft,1-1+6 ft,1 —4 ft,1+1 + ft,1+2)

H. HARMUTH

1, 6)

+3a*(ft,1—4—8ft,1-3+28 fr,i—2 —56 fr,i_1 +T0ft,1 —56 ft,1+1+28 ft,1+2 —8 fr, 143 +f1.1+4)
— aS(ft,1-6 —12 ft,1—5 +66 ft,1-4 —220 ft,1—-3+495 ft,1-2—T92 fr,1—1 +924 ft,1— 792 f¢,1+1
+495 fr,1+2 —220 ft,1+3+ 66 ft, 144 — 12 ft, 145 +fr,140) .

Durch Vergleich der Gln. (I, 2), (I,5) und (I, 6) er-
kennt man, daBl die Koeffizienten in und vor den Klam-
mern Binomialkoeffizienten sind, so dafl man alle wei-
teren Fehler ft+2r 4¢,1 ohne weitere Rechnung anschrei-
ben kann. Betrachtet man einen Punkt [, fiir den

[fe,0]3 [faxi|  i=1,2,38,...
ist, dann erkennt man aus den Gln. (I,2), (I,5) und

(I,6), daBl der fiir die Konvergenz ungiinstigste Fall
vorliegt, wenn gilt

ft,lii{ =l

=—ft1

fir i=2k
fir i=2k+1,
da sich dann die Glieder in den Klammern alle ad-
dieren.
Man erhilt damit:
ft+2 4t 1, extr=ft,1(1 — 16 a?),
ft+a 4t 1 extr=Ft,1(1 —2 - 16 a*>+ 16> a*)
=f,1(1 =16 a2)2,
fe+6 46,1, extr=Ff,1(1 —3 - 16 a®+3 - 162 a* — 163 af)
=ft,1(1—16 a2)3.

(1, 8)

Allgemein gilt:

feaor a1, extr="Ft,1(1—16 ®)". (I,9)

Fiir die Konvergenz des Fehlers ohne Vorzeichenwechsel
bei beliebigem Anfangsfehler f¢ ; ist die Bedingung er-
forderlich:

<1
Va=(2m/k)-((4z)2/4t) S 4. (I, 10)

Es ist noch zu begriinden, warum bei der Ungleichung
(I,10) <1 und nicht < 2 geschrieben wurde. Man
sieht leicht, daB} die Forderung < 2 zwar auch noch
fiir die Konvergenz des Fehlers geniigt, daB der Fehler
jedoch positives oder negatives Vorzeichen annehmen
kann. Fiir die strengere Forderung < 1 behilt der
Fehler immer das gleiche Vorzeichen. Abb. 6 zeigt einen
Malistab mit den Mefmarken my, ms, mg,.... Einem

A

+7

-~ 4’.\: 1 b
my my mj my

Abb. 6. Wechselndes Vorzeichen von f.

MeBwert, der zwischen den Marken m; und m, liegt,
schreiben wir den MeBBwert 1 zu; ebenso sprechen wir
einem MeBwert zwischen m, und mg den Wert 2 zu
usw. Angenommen, ein MeBwert 4 liege zwischen den
Marken m, und mg in unmittelbarer Ndhe von m,.
Wir schreiben ihm den Wert 2 zu und machen dabei
den Fehler +f. Der Wert 4 solle konstant bleiben.
Berechneten wir den Wert von A4 zu einem spéteren
Zeitpunkt und forderten dabei nur Konvergenz des
Fehlers mit wechselndem Vorzeichen, dann kénnte der
berechnete Wert von A zwischen den Marken m; und
m, liegen, wihrend der gemessene Wert zwischen msy
und mg lige. Rechnung und Messung stimmten nicht
mehr iiberein; durch die Forderung nach Konvergenz
und gleichbleibendem Vorzeichen des Fehlers wird die-
ser Unterschied zwischen Rechnung und Messung ver-
mieden.

Anhang II

Konvergenzbedingung
fiir die relativistische Schrodinger-Gleichung und die iterierten Dirac-Gleichungen

Mit den Gln. (53) und (54) lassen sich aus gegebenen Anfangswerten ¥y, ; schrittweise alle weiteren Werte
Y, berechnen. Um die Konvergenz des Verfahrens zu untersuchen, nehmen wir an, da ¥¢ -1, ¥ und
Y+, 1+1 mit Fehlern behaftet sind. Die mit einem Stern bezeichneten fehlerhaften Werte betragen:

T;,l—l s = Tt, z—1+ft, -1, T?,l’ = Tt,l—}-ft,l 5 T;,HI = Tt, l+1+ft, 1+1.

Durch Einsetzen in Gl. (53) erhalten wir den Fehler der zeitlichen Anderung von ¥*;:

t—A4t

A Whi=az2 ) (Wo,1-1—2 Po,1+ Po,141—ba? ¥,1)
=0

+a2[Ve1-1+ft,1-1—2(Pei+ft,) + Pri+1+fr, 141 — 022 (P + f,0) 1,

az?=c?(4t)%/ (4z)2,
Auf Grund der Gleichung

wobei

ba? =my? 2 (Az)?/k2 .

Yitati=Wii+4: Pt =Pt,1+ 4t P, 1+ fr+41,1
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betridgt der Fehler fi+4¢,1 zur Zeit t+ At :

a1 =ft,1—a? (—ft,1—-1+2 fe,1 — fo, 141+ 022 f1,1) .

Der Fehler zur Zeit t+2 At betrdgt:

frr2at,1 =ft+at,1 —a® (—fe+at,1-1+2 fe+ae,0 — fe+ 46,141+ b2 f1,0) -
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(IL, 1)

(11, 2)

ft+4t,1—1 und ft+4¢,1+1 sind in dieser Gleichung gegeben durch:

ft+4t,1—1

und ft+at,1+1 =Fft, 141 —a® (— fe,1+ 2 fz,1+1

=ft,1-1 —a®(—ft,1—2+2 f,1-1 — f, 1+ b2 fr, 1—1)
—ft, 142+ b2 ft,1+1) .

(IL 3)
(11, 4)

Durch Einsetzen der Werte von ft+4t,1—1, ft+4¢,1 und f¢+4¢,1+1 in (II,2) erhdlt man:

freeat,t =ft,1 —2 @[ —ft,1-1+2 ft,1 — fo, 141+ ba> f1,1]

(IL, 5)

+art[ft,i—2—4 ft,1—1+6 fr,1—4 fri+1+Fr, 142 +2 b2 (—fe,1-1+2 fe,1—ft,1+1) + b2 fe,1]

Ersetzen von [ durch /—1 und [+1 liefert ft+2 4¢,1—1 und ft+2 4¢,1+1 -

verallgemeinerten Gl. (II, 1)

ferrt1) a8, 1= ft+r at,1— @z (— ft+r At 1—1+ 2 ft+r at, 1— ft+r at, 141+ 02> ft+r 4t,1)

der Wert von fri+34¢,1:

fresat,i=ft,1—3 a[ —ft,1-1+ 2ft,1—ft,1+1+ b2 ft, 1]

Mit diesen Werten folgt auf Grund der

(L, 6)

(IL, 7)

+3a*[ft,1—2—4ft,1-1+6 fei—4 ft,i+1+ft, 142+ 2 b2 (— ft,1-1+2 fe 1 —fr,1+1) + ba fr, 1]
—az8[—ft,1-3+6 ft,1—2—15 ft,1-1+20 f¢ 1 —15 ft,1+1+ 6 ft,1+2—f t,1+3
+3b2(ft,1—2 —4 ft,1-1+6 ft,1—4 fr,1+1+ ft,1+2) +3 b2 (—ft,1-1+2 fe,1—ft,1+1) + b2 fr, 1] -

Man erkennt, daB die Zahlenfaktoren vor den eckigen
und runden Klammern sowie vor den einzelnen Glie-
dern Binomialkoeffizienten sind, so dal man den Feh-
ler zur Zeit ¢ +r At ohne weitere Rechnung anschreiben
kann. Betrachten wir einen Punkt, fiir den gilt

[fool S| feixi]l i=1,2,8,... .

Der fiir die Konvergenz ungiinstigste Fall tritt ein,

wenn
ftl+'{= ft,1 fir i=2k
= —for fiir i=2k41,

denn dann addieren sich alle Glieder in den runden
Klammern. Fiir fi+4¢,1, ft+24t,0 und fe+34¢,1 erhilt
man damit:

ferat extr =ft1[1—a”(4+06%)], (IL, 8)

fe+2at, 1, extr =ft,1[1 —2 az® (4 + ba?) + az* (4+ b5)?]
=ft,1[1 —a2(4+b:2)]%, (I1, 9)

fresat,textr =ft,1[1—3 a;® (4 + bs?) + 3 ar* (4 + b,?)?

—az5(4+b.2)%] (II, 10)
=ft,1[1 —a2(4+bz2)]3.
Allgemein gilt fiir fs+r 4,1, extr
ft+rat, 1, extr=Ft,1[1 —az? (44 b2 ]" (I, 11)
=ft,1[1— (c2(4t)?/ (4z)?)
(44 my® 2 42)2/R2)]".

Fiir die Konvergenz des Fehlers ohne Vorzeichenwech-

sel ist notwendig, dal die Bedingung erfiillt ist:

(c2(42)?/ (4z)2) * (4+me? c2(dz)2/R2) S 1.
(11, 12)

Anhang III

Konvergenzbedingung
fiir die linearisierten Dirac-Gleichungen;
ein- und mehrdimensionaler Fall

Die linearisierten Dirac-Gleichungen lauten im feld-
freien Fall:

Qv 3¥, .av, , 3%, :
*aleic(’af'_‘ oy T az) L
2
ag;2=ic(aiy;‘i+l_aa%_a§’;) lmoc Tz,
3w 3w v, e
2
*373“”(3; ay ot az) lmoc s,
¥, ¥ ¥, dY, Lmoc
- (a*ay az) .

Zerlegt man sie durch den Ansatz ¥ =@ +ivy in Real-
und Imaginirteil, dann erhdlt man die acht Gleichun-
gen:

i‘& _— S, Sy, Sy mg c?
at‘—(a +ay+az) Y1
Ay _ (8W4 a<P4 Qg mo c?
- \a: By 0 dz P13
Spe _ 4, ( Sy 3% _ @{PA
ot - 3z Qy 2
Sws 4 (i‘# a‘Ps a'/h
3 -\ oz T3 dy )

(I1L, 2)
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Oy + Ops Oy, O mg c* Fiihrt man Differenzenquotienten ein:
3 —C(a+ay+a) ¥ !
Bys _ 4, (a% 3¢, ay,l) mec? 3/t — Ai/4t, 3/Qy — Ay/dy, (III, 3)
3~ "Ner 8y T a7 R ¥
o[z — A/ Az, 9/z— 4,/4z,
SPa _ +c(3% _ ale,x,_%)im
Jt - Qz dy dz R OTY g ; ; < : ;
dann gehen diese Differentialgleichungen in Differen-
Oy, il (,a%,_}_ Sy all)z)q:mo c’m ) zengleichungen iiber. Der Faktor At wird gleich auf
ot Qx dy dz TR die rechte Seite gebracht:
4 4
At(Pltlmn=+CAt< .'r‘P4tlmn ywz;l,m,n Az‘pStlmn) h U)ltlmn, (I1L, 4a)
Az
At'(Pl tlmn=+CAt( W4tlmn Ayf‘pt':ty,l,m,n A2W3tlmn) moc2A~tq)1 & 1 s (III,4b)
4 A
At¢2tlmn=+cdt( z(PStlmn_ ywz;lmn Az¢74tlmn) = 1,U2tlmn, (III,4«C)
4 A4 2
At‘lp2,t,l,m,n—i t( z'/J3tlmn ylpz:tqlmn Az’QU4tlmn) moc Al(PZtlmn, (III,4d)
4 A4 2
At @3, t,1,mn=Tc t( ""’2”’"" ?’,,""Z;Z’m’" AZ"’““’”‘) mochAlT,Us,t,l,m,n, (IT1, 4e)
A 2
AH//stlmnz"'cAt( ZW”’”" A”(pzty’l’m’" Azwl”"”’) ﬂ"—C‘-AJ%tzmn, (111, 4f)
A 2
At @atimn="*c t( I‘pltlm" AzlwlA;lmn AZ‘PZtlmn) mo;AtUM!lmn, (I1L, 4g)
Ay s = Had (Azwuzmn quvzgzmn Azwztzmn)qcrnoiqu%”mn (111, 4h)
Die Bedeutung der Indizes / und m zeigt Abb. 7. Fiir = At i ¢,1,m,» aller @ und v wihrend der Zeit At be-

den dreidimensionalen Fall mit den Indizes /, m und n
ist das ebene Gitter der Abbildung durch ein Raum-
gitter ersetzt zu denken, dessen Netzebenen durch den
Index n bezeichnet sind.

¥
(m+2) Jy 4ms2
(m#1) sy \&1mt! & me [l met
mdy £om [t-im [dm  Lm |le2m
(m-1) Ay £1m-1 |&m-1 | &+im-1
(m-z)A% 4m-2
%
FAx = (2)dx (@1)dx €dx (6+1)dx (8r2)dx X

Abb. 7. Ubergang zu Differenzengleichungen
im zweidimensionalen Fall.

Sind die Werte @1,¢,7,m,n---W4,¢,1, m n zZu einer be-
liebigen Zeit gegeben, dann konnen aus diesen Glei-
chungen die zeitlichen Anderungen A4: @i ¢,7, m,» und

rechnet werden und

@i, t+At, 1, m,n

man erhalt:

=@it,l,mn +At Qi t, 1, m, >

Wi t+At, Lmon =Wi, t,L,m,n +At Wi t, 1, myn»
i=1,2,3,4. (IIL5)

Mit den Gln. (III, 4) und (III, 5) konnen alle Werte
der @ und vy zur beliebigen Zeit ¢t +r At berechnet wer-
den, vorausgesetzt, dafl das Verfahren konvergiert.

Es ist noch folgender Umstand zu beachten: Der
Differentialquotient kann entweder durch den vorderen
Differenzenquotienten

8<p/8x — (o1, m,n— @Pl—1,m, n) /Ax
oder durch den hinteren Differenzenquotienten
O/3x = (@i+1, m, n— @1, m, n) [ Az

ersetzt werden. Benutzt man bei der schrittweisen Be-
rechnung der @i ¢,7,m,» und i ¢ 1,mn beispielsweise
immer den hinteren Differenzenquotienten, dann ent-
steht in steigendem MaBle eine Unsymmetrie, da
@i, t,1, m,n zwar durch alle @ mit einem Index [+ £ je-
doch durch keines mit einem Index [—k (k=1,2,
3,...) beeinfluBt wiirde. Dies 1dBt sich am einfachsten
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vermeiden, indem man abwechselnd den vorderen und @it ,mn  =@utLmn it ima,
den hinteren Differenzenquotienten verwendet. Bei der
iterierten Dirac-Gleichung trat diese Schwierigkeit nicht .
auf, da der Differenzenquotient zweiter Ordnung — der Lt 1L mn =@t mon e mons
beispielsweise in Gl. (4) gegeben ist — von vornherein @i t,,m—1,n = @1, t,1,m—1,n +ft,,, m—1,n , (IIL,6)
symmetrisch ist.

Zur Untersuchung der Konvergenz des Verfahrens
sei angenommen, daB @i, vom exakten Wert ¢y, ; ab- N,
weiche. Ausfiihrlich geschrieben gilt: QL t, L, mn+1 =@1, ¢, 0, m n+1 +ft,5, m n+1.

-
@1 t0-1, mn =@1,¢t,1—1,m.n +ft, 11, m,n»

.

@1t Lm0 =@t Lm+1,n + [t L, m+1,n,
-

@1t Lma—1 =@t t, L, mn—1 +ft, L, m,n—1,

Aus den Gln. (IIL,4) und (IIL,5) erhidlt man damit, wenn zuerst der vordere Differenzquotient verwendet
wird:
Y1, t+At,L,m,n  =WYWI1, t+At L, m,n imt) c? At/h'ft, lLm,n>

@ t+at,L,mon =@3,t+4t, 1m0 Ttz (fi,mn —ft 0, mon—1),

@3, t+at, 1, m,n+1 = @3, t+4t, 1, m, n+1 T At[Az- (ft,1,mn+1 —ft,1,m,n),

(pZ, t+At, l,m,n =@4,t+4t,1,m, n te At/Ax ‘ (ft, l,m,n —ft,l—l, m, n), (IH, 7)
@3 t+ 48,141, myn = @4, t-+4t, 141, m,n T At/Ax - (ft, 141, m, 0 —ft,1,m,n),

WA e+t L,mon =4, t+at L,mon T Aty (foumn — [, m—1,n),

WA, t4+ 48,0, m+1, 0 =4, t+48, L m+1,n T AtfAy - (fe, i, m+1,n —ft,0,m,n) -

Setzt man diese Werte in Gl. (III, 4a) ein, dann erhdlt man A; @1, ¢+ 4¢,1, m,» und damit auch
(pf, t+24t,L,mon =@, t,Lm,n+ft,L,mn + At @1,¢,1, m,n + At (P{,t + 4t,l,m,n

2 s &
=1, t+2 48,1, m, n T ft.,m,n +c>(41) 2 [W (ft,i—=1,m,n —2 ft, 0, m, n + 14,141, m, n)

(ft,t.m—1,n —2 ft, 0, m,n+ft,1, m+1, n)

(A )®
(Az)2 (ft, l,m, n—1—2 ft,t,m,n +ft, l,m, n+1)] -'ﬂ‘c;#y)zft l,m,n -
Der Fehler zur Zeit ¢t +2 At betrdgt also:
48 3 1 mon =t 1w b (A0 ft,l—l,m,n—z.it;‘l;;r;,n‘f‘ft,lafl,ﬁmi,wn (1L, 8a)
ftlm La—2ftmntftlmeln ftlmn 1=2ft,tmntftimns1  mg’ C2ft fa s
(4y)*® (d2)®

Fiir den eindimensionalen Fall ist diese Gleichung @quivalent der aus den iterierten Dirac-Gleichungen gewonnenen
Gl. (II,1). DaB der Index t+2 At lautet und nicht ¢+ 4t , ist fiir die Konvergenz gleichgiiltig. Die Konvergenz-
bedingungen (65) und (67) gelten daher auch fiir die linearisierten, eindimensionalen Dirac-Gleichungen. Im
folgenden wird gezeigt, daBl sie auch im mehrdimensionalen Fall gelten.

Gl. (III, 8a) 14Bt sich in den folgenden drei Formen schreiben:

2 (2 (Az)2
fr+2at,t,mon =ft,1.m, n+c (At)z ftoi—tmoan —2 ft.,mon+ft, 141, mn— s 5 ) ft.i,m,n (11T, 8b)
(42) h
2(4
+c?%i))2 [ft,],m—l,n —2ft.1,m,n +ft,l,m+l,n] ((A )2 [ff l,m,n— 1_2ft Lm,n +ft i+1,m, "]
oder
2(Ap)2 2 :2(Ay)2
ft+24t, 1, mn =ft, 1, m,n+ C((Aiyt))z'[ft, Lm—1,n—2 ft.1,m.n +ft, I,m+l,n—’Lch£ Y’ fr.1, m,n} (I1L, 8c)
2 (02 2
Cf(ft)z [ft,l—l,m, n—2ft 1m0+t 141, mal+ a t)g [f!,l,m,n—‘l —2ft,mn +ft,l,m,n+1]
(42) (dz)
oder
A4 2(4z)2
ft+2_4t l,m,n —ft i m,n+c(i' ;: [ft l,m, 11—1_2ft l,m, n+ft L.m, n+1—m0 chz( Z) ft l,m, n} (111, 8d)
2(/ 2(48)2
iy [ft,l—l,m,n—zft,l,m, n+ft,l,m,n+]] c((A t))2 [ft i—1,m,n —2 ft,L,m,n +ft,1, m+1, n]

(42)*
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Fiir die weitere Rechnung wollen wir Gl (III, 8b)
benutzen. Alle daraus fiir 4z ableitbaren Bedingungen
miissen auf Grund der Gln. (III, 8¢) und (III, 8d)
auch fiir 4y und 4z gelten. Ebenso gelten die Bedingun-
gen fiir Ay und A4z auch fiir 4z. Zur Verringerung der
Schreibarbeit sei weiter das Glied (c2(4t)2/(4z)2)-[]

0 = (A1)* (M), aP=c*(40)*/(4y)®, b=mg® ¢ (dx)?[h2

fereat,im  =ftim  —at(—ft,i-1,m
fe+2 4t 11, m =ft,1-1,m —az>(—ft,1-2,m

feroat, 141, m =ft, 141, m —a>(—ft, 1, m

fereat, i, m—1 =ft,1, m—1 — > (—ft,1—1, m—1 +2 ft, ;, m—1 — ft, 1+1, m—1 + ba> ft, 1, m—1)

fero 4t 1, m+1 =ft, 1, m+1 — @>(—ft,1—1, m+1 +2 ft, 1, m+1 — ft, 1+1, m+1 + b2 ft, 1, m+1)

+2ft,1,m

+2 /-1, m—ft.im

+2ft 0+, m —ft142om

H.HARMUTH

weggelassen, da es mit dem Glied (c2(4t)2/(dy)?) - []
iibereinstimmt und sich sein Beitrag zum Endergebnis
leicht riickschlieend feststellen 1dBt. Wir konnen daher
auch noch den Index n fallen lassen. Mit der Bezeich-
nungsweise der Abb. 7 erhilt man dann mit

fiir die Fehler

—ft,m + b2 fr1,m) (I, 9a)
—a(—ftoom—1 +2fum  —fe i m+1),
+b22 ft,1-1,m) (IIL, 9b)

—a? (—ft 11, m—1+2 ft,1-1,m — ft,1-1, m+1),
+ b2 ft, 141, m) (I11, 9¢)
—a? (—fe 141, m—1 +2 ft, 141, m — ft, 141, m+1)
(111, 94)
+2ft,5,m—1—ft,1.m),

(I11, 9e)

+2ft, 1, m+1 — [, 1, m+2).

—ay2(—ft, l.m—2

—af(—fe,i,m

Den Fehler zur Zeit t+4 At erhélt man, wenn man in Gl. (III, 9a) t+2 At an Stelle von ¢ geschrieben denkt.

ft+a at,1,m=fe+2 4¢, l,m—ﬂzg(—ft+2 ati-t,m+2 frrzatim —fere st m— =05

my? ¢ (4z)*

- ft+2 4,1, m) (ITI, 10a)

—a®(—ft+24t, 1, m—1 +2 fr+2 48, 1, m — ft+2 4t, 1, m+1) -

Setzt man die Werte der Gln. (III,9a) bis (III,9¢) in (III, 10a) ein, dann erhédlt man nach Ordnen der

Glieder:

frraat,i,m=Ft1,m —2 az? [—ft,1-1,m +ft,1, m—ft, 141, m +b2> ft, 1, m]
—2a® [ —ft,t, m—1 +2 ft, 0, m—ft, 1, m+1]

+at [fe,i—o,m—4ft,1-1,m +6 ft, 1, m—4 ft,1+1,m +ft, 142, m

(III, 10b)

+2 b2 (—ft,1-1,m+2 ft,l, m— ft, 141, m) + ba* ft, 1, m]
+2az? a? [(ft,1-1,m—1 —2 ft,, m—1+ft, 141, m—1 — ba® ft, 1, m—1)

+2(—ft,1-1,m+2 ft. 1, m — ft, 141, m+ ba® ft,1, m)

+ (ft, 11, m+1—2 ft, 1, m+1+ft, 141, m+1 — b2® ft, 1, m+1) ]
+ayt [fto,m—2—4 ft,1,m—1 +6 ft,,m—4 ft,,m+1 +ft, 1, m+2] -

Betrachtet man einen Punkt, fiir den gilt:
|fm|S | forzimsi|, i,j=1,2,3,...,

dann ist der fiir die Konvergenz ungiinstigste Fall ge-

geben durch:
fiir i4+j=2k,
fir i+j=2k+1.

ftatims { = Tado
’ ’ = —ft, l,m
Gl. (III, 10b) nimmt dann die Form an:
ft+4 48,1, m, extr
=ft,1,m[1—2 a:®(4+bs%) —2(4 a®) +az* (4 +bs%)?2
+(4a)?+2(4 a)?) ar”(4+b27) ]

=ft,1, m[1 —as®(4+bs?) —4 a)?]> (I11, 10c)

Ein Vergleich von (III,9a), (III,10b) und (III, 10c)
mit (IL, 1), (IL,5), (IL,9) und (II, 11) zeigt, daB fiir
die Konvergenz des Fehlers ohne Vorzeichenwechsel
die Bedingung

a2 (4+b2) +4a2 < 1 (I11, 11)

erfiillt sein muf.

Hebt man aus Ungleichung (III, 11) den Faktor
4 a2 (141 b2 heraus und setzt die urspriinglichen
Werte von a;2, a,® sowie von b, ein, dann erhélt man:

4 c2(A4t)?
( a7 ) [1+my2 2 (dz)2/4 %]
(1 i
+ 1+mg2 c2(42)2/4 h? (dy)*

)s 1. (IIL 12a)



UNSCHARFERELATION IN DEN DIRAC-GLEICHUNGEN

Daraus folgt unmittelbar Ax/At > 2 ¢, (I11, 12b)
wobei das Gleichheitszeichen nur fiir verschwindend
kleines Az gilt.

Auf dem gleichen Wege, auf dem Ungleichung (55)
in (65) umgeformt wurde, 1a8t sich (III, 12a) in die
folgende Form bringen:

Az APzt S 4Fi(m/mg) (1+4 h2/me? 2 (Ax)2) 4

X 1 (4z)2\:
(v e () 0129

Unter den Voraussetzungen
m-—- my

Ax, Ay, Az > |2 h/my c| (111, 124d)

und

folgt daraus die Unscharferelation (44):
Ax APzt S 4 k.

Im dreidimensionalen Fall erhdlt Gl. (III, 10¢) noch
ein Glied —4 a;, das ebenso wie das Glied —4 a,? im
nichtrelativistischen Grenzfall vernachlidssigbar wird, so
daB} auch in diesem Fall die Unschirferelation (44) er-
halten wird.

Geht man von den Gln. (III, 8¢c) oder (III,8d) statt
von (III, 8b) aus, dann erhdlt man unter den Voraus-
setzungen (III, 12d) die Konvergenzbedingungen

Ay Apy,t> 4k Az AP S 4k,
Fiir 4z < |2#k/mgc| geht (III, 12¢) iiber in:

und

APzt = 2mc[l+ (A2)2/ (Ay)2]h (111, 13a)
Mit Hilfe der Beziehungen
= o o (42)% = ve o (dy)*
(4pz,1)* =m? (R At)® und  (4py,)*=m? (R At)®

kann man diese Ungleichung auch in der Form
Apx s S2me [1+ (APa, )2/ APy, 1)2] 2. (111, 13b)

schreiben. Der Grenzwert (76)

APzt S2me

aW1=+C(§f{{4_i% o%y
3t ~ "\ o= Ay Jz
¥y

ot dy dz
SO 2
'a?‘_c< 3z ay+ dz
O, _ 4 (3% ;8% 3%
3t _—C( % 8y oz

Auf dem gleichen Wege, auf dem im Anhang III die
Ungleichung (III, 12¢) abgeleitet wurde, erhdlt man
aus diesen Gleichungen die fiir den dreidimensionalen
Fall geltende Beziehung:

22 Da bei dieser Schreibweise der Gleichungen die z-Achse
bevorzugt ist, muB 2 in Richtung der z-Achse gelegt
werden.

+i;;Az T[)ﬂ: ;*(~moc'2—Ep0t+e V) qlg,
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kann hier nur erreicht werden, wenn A4p,, ; unendlich
gro} wird; das bedeutet, dafl die Komponente des Im-
pulses in der y-Richtung und damit die Richtung des
Impulses vollkommen unbestimmt wird. Diese Unbe-
stimmtheit der Richtung des Impulses entspricht der
im Anschlul an Ungleichung (78) besprochenen Un-
bestimmtheit des Drehsinns des Drehimpulses.

Im dreidimensionalen Fall erhélt (III, 10c) noch ein
Glied —4 a2, das in (III, 12¢) als zusitzlicher Sum-

mand
1 3 _(Az)2>~17
1+my2 c®(42)2/4 h? (42)2

erscheint. (III, 13b) geht dann iiber in

(4pz,0)® | (Apz.)®\t
(Apy.1)* T (APz,t)2) . (IIL 13¢)

Wenn die Richtung des Impulses ganz unbestimmt ist,
geht daraus wieder die Beziehung (76) hervor.

Es ist bemerkenswert, dal die Forderung nach Un-
bestimmtheit der Richtung des Impulses nur fiir

Az < |2 h/mgc|

(oot

Apr ¢S 2mc<l+

auftritt, wiahrend man fiir

Ax>|2h/mgc|

auch ohne diese Forderung die Hersenseresche Un-
schirferelation erhilt.

Wegen der Aquivalenz der Gln. (III, 8b), (III, 8c)
und (III, 8d) konnen Apsz ¢, Apy,+ und Ap. ¢ in
(ITT, 13c) vertauscht werden.

Anhang IV

Konvergenz der linearisierten Dirac-Gleichungen
unter Beriicksichtigung von Kraftfeldern

Die feldfreien Dirax-Gleichungen (III, 1) nehmen bei
Beriicksichtigung der potentiellen Energie Ejt(r) des
elektrischen Potentials V' (r) und des magnetischen Vek-
torpotentials 2[(r) folgende Form an 22:

+l’:7‘Az T;;)Zt% (mo Ce—Eth—‘re V) Yll s

¥, .J%, QJ¥, .e i R
ic(a—;—kt s _.© 'i_LE_cAZ yﬁ)ﬂ:ﬁ (my—Epot+eV)¥sy,

(Iv,1)

i A Tg)i%(—mo E_EppteV) ¥,.

== m 4 h? -1

e e > 4 (b )

Jig (4z/4y)? C (d/dn): ]
1+ (d2)2 m2 g2 /4 R T 1+ (Az)2 m2 2 2/ h2 |’

(IV,2a)
2= (1—Epot/mg c2+eV/myc2)2+e* A2/my? c* .(IV, 2b)
Ebenso gilt wieder die Beziehung (III, 12b).



118

Unter den Voraussetzungen (III,12d) erhdlt man
daraus bis auf den Faktor 1/5 die Hrisensercsche
Unschérferelation:

Ax At S 4k/y. IV, 3)

Die Bedeutung von 7 ist leicht zu erkennen, wenn
man ein gebundenes Teilchen betrachtet (z. B. Epot
= —K/z). 1/n wird in diesem Falle <1 und die ver-
langte Unschdrfe Az Ap; + wird etwas verringert.
Wegen des groflen Nenners mgc? in Gl (IV,2b) ist
die Verkleinerung der Unschirfe jedoch im allgemei-
nen gering. Es erscheint einleuchtend, dafl Ort und Im-
puls eines durch ein Kraftfeld gebundenen Teilchens

W.BEZ UND K. H.HOCKER

genauer bestimmt werden konnen als Ort und Impuls
eines freien Teilchens.

Fiir den Fall Az < |2k/myyc|

erhilt man aus Ungleichung (IV,2a) die Beziehung:
Apr e S 2me[l + (dz/Ay)2 + (Ax/4z)2] . IV, 4)

" Diese ist identisch mit der Ungleichung (III, 13 a),
wenn man beriicksichtigt, dal} (III, 13a) nur fiir den
zweidimensionalen Fall angeschrieben wurde. Die Po-
tentiale Epot, ¥ und A haben also keinen EinfluB auf
die Ungleichungen (76), (77) und (78) sondern ver-
kleinern nur den Wert von Az, fiir den sie gelten.

Theorie des Anodenfalls
IV. Der Anodenfall des Homogenkohle-Hochstrombogens in Luft

Von W. Bez* und K. H. Hocker

Aus dem Institut fiir Theoretische und Angewandte Physik der Technischen Hochschule Stuttgart
(Z. Naturforschg. 11 a, 118—123 [1956] ; eingegangen am 5. Dezember 1955)

Der Anodenfall von Bogen mit Stromdichten =~ 40 A/cm? (Achsentemperatur 7000° K) baut sich
nach den Gesetzen der Feldionisierung auf. Bei héheren Stromdichten (= 100 A/cm?) ist Feld-
ionisierung unmoglich. An ihre Stelle. tritt thermische Ionisierung. In der nachstehenden Arbeit
wird das zugehorige Gleichungssystem entwickelt. — Bogen, bei denen in den Randzonen Feld-
ionisierung maBgebend mitwirkt, zeigen starke Kontraktion. Der hier behandelte Bogen mit einer
Achsentemperatur von 11 000° K ist ein Beispiel dafiir. Die Kontraktion fiihrt zu Stromdichten von
mehr als 50 000 A/cm?. Fiir die Anodenfallspannung ergeben sich 29 V.

Wie in einer fritheren Arbeit! gezeigt wurde, be-
dient sich der Anodenfall zur Losung seiner Haupt-
aufgabe, namlich der Erzeugung der fiir die Quasi-
neutralitit der Bogensdule erforderlichen Ionen,
zweier verschiedener Mechanismen: der Feldionisie-
rung und der thermischen Ionisierung. Grenzen und
Moglichkeiten der erstgenannten wurden in 112 auf-
gezeigt. Den thermischen Mechanismus, wie er beim
Homogenkohle-Hochstrombogen zu erwarten ist,
wollen wir im folgenden néher betrachten. Bekannt-
lich brennt dieser Bogen anodenseitig nicht stabil;
er zeigt das Phénomen des Zischens. Dieses ist eng
verkniipft mit der Kontraktion der Entladung vor
der Anode. Deren Zustandekommen haben wir in
III3 qualitativ erkldrt. Die Kontraktion bedeutet
fiir die Behandlung des thermischen Mechanismus
eine Komplikation. Im Hinblick auf eine spétere
Deutung der vielféltig auftretenden Zischerscheinun-
gen wollen wir dieser nicht aus dem Wege gehen.

* Dissertation D 93, Stuttgart 1955.
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§ 1. Die Bewegung von Ionen und Elektronen

Wir verwenden ein eindimensionales Koordinaten-
system, dessen Nullpunkt an der Grenze Bogen-
sdule — Anodenfallgebiet liegt und dessen positive
Richtung auf die Anode weist. Wie in friiheren
Arbeiten®® gezeigt wurde, lafit sich die Drift-
bewegung von Ionen und Elektronen im Plasma
unter dem Einflul eines inhomogenen elektrischen
Feldes durch folgende Differentialgleichung dar-
stellen:

d(%zﬁ): T edUi%K2ng2]‘§§ (1)
(oberes Vorzeichen: Ionen; unteres Vorzeichen:
Elektronen), wobei

K% =8/3a; K> =2/a (2)

und @ ein Unsicherheitsfaktor in der Beweglichkeit
von der GroBenordnung 1 ist.
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